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Definizione 7.1 Dato l'insieme C C IR" ed il punto T € C, si dice che il vettore

(direzione) d =y —z € IR™, cony € IR" e y # T, ¢ una direzione ammissibile per C m C« T
in I, se il punto x = T + ad appartiene a C, per ogni o € (0,a], con & > 0. O vy el  Non A
Lotmam o us Mot X € MiHiove LUNGs Ln DIRERNE b = £ % e gk x . B ¥x=X vad  cn ue’XO,Ql —2a>o0
L )
e xe(C w NuoNo,  Rllown d T wn oetore Maussieie 10 modo tue x now esch dn C
c ® DIREYLoNE ANMISIBILE , Hh NoN RER TUTN Gu i, Solo Gwelu Fwe A N Modo

awe x:=x+ud e C

* DRELloNe ANMISSIBILE  PER T Gu L MND A Gy

Figura 20: Direzioni ammissibili d a d per 'insieme C nel punto Z.

DEFINIZIONE DI DILsTioNE DIScesh

Definizione 7.2 Sia data la funzione f(z) con f: R™ — IR, ed il vettore d € IR", con
d # 0. Considerato il punto Z € IR™ si dice che d é una direzione di discesa per f(z)
in T se esiste un & > 0 tale che

f(Z+ad) < f(z), Va € (0, a).
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Proposizione 7.1 Data la funzione f(z), con f : R* = R e f € C}(IR"); siad € R",
con 0 < ||d|| < oo eZ e R Sia Vf(Z)Td # 0; allora, d & una direzione di discesa per
f(z) in T se e solo se risulta

Vi) Td<o0.

L ‘e wo VF(R).1¢0 —» DiscESA
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VF (x) = 2x —r SQPRoNiAMD X = 4
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SVEW -2 = loa 0 NVEw e () (1)

2 <o = § & b ooisesen

U

€eseMpio 1.2

Esempio 7.2 Nel caso in cui la funzione f : R™ — IR sia lineare (cioé del tipo f(z) = T - m -
cI'z, c € R™), ovvero affine (ossia del tipo f(z) = ¢’z +¢, ¢ € R", ¢ € R, come da F (K\ = C x £ C | ce IIL f ct Ih— vpk)g
Definizione 2.11), risulterd I'
_ T T
Vi@ =c ¥ SR Vf (k) = C' = (A dnebore itk B Discesh &b C' d <o

Quindi, dal momento che il gradiente ¢ costante, si avra Vf(z)Td < 0 se e solo se
Vf(z)Td=c"d <0.
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PRoPoSITIONE .2

Proposizione 7.2 Dato il problema (27) con C C IR™ convesso (ma f(z) non neces- (2}) - (:
sariamente convessa), condizione necessaria affinché il punto T € C sia un punto di S MMETA 2o ME Mo tC(x)
minimo locale per f(z) su C & che x € C

Vi@ (z—z) >0, vz € C. (29)
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Figura 21: Condizioni Necessarie di minimo locale con C' convesso (la funzione f(z) & MiN Lol NAx o new
continuamente differenziabile ma non & convessa). La figura & rappresentata nel piano

delle variabili. La funzione ‘cresce’ nella direzione indicata da V f(z), in base al Lemma
3.1. La condizione Vf(z)Td > 0 o Vf(§)7d > 0, per ogni direzione d ammissibile per
C, & soddisfatta. Si noti che i punti Z ed § sono entrambi punti di minimo locale, ed
appartengono a curve di livello diverse.
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Proposizione 7.3 Dato il problema (27) con C C IR" convesso, f(x) continuamente
differenziabile in un insieme aperto contenente C, ed f(z) convessa su C. Condizione
necessaria e sufficiente affinché il punto € C sia un punto di minimo locale per f(z)
su C é che
Vi@ (=-z)>0, VzeC. (32)
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Figura 22: Condizione Necessaria e Sufficiente di minimo locale per f(z) in Z, con C
convesso. La figura & rappresentata nel piano delle variabili. La funzione f(z) & convessa
su C, quindi per la Proposizione 5.3 i suoi insiemi di livello (parzialmente discgnati in
figura) sono convessi. Il punto Z & un minimo locale (¢ quindi anche globale) della funzione
f(z) suC.
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Definizione 7.3 Data la funzione lineare g(z) = a’x, con a € R", Uinsieme dei punti
di IR™ che soddisfa l’equazione
o’z =a, a € R,
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* BEFINITwNE D SEMISPAZW CHWSO

Definizione 7.4 Data la funzione lineare g(z) = a”x, con a € R", insieme dei punti
di IR"™ che soddisfa la disequazione (analogamente per la disequazione ‘<)
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Definizione 7.6 Dato il problema (40) si consideri il vincolo i-simo del poliedro am-

—
missibile P = {x € R"™ : Az > b}, i.e. alz > b;, i=1,...,m. Si dice che nel punto z il \INGoto frmNO N X
— vincolo i-simo ¢ un vincolo attivo se alz = b;. Si indica inoltre con I(Z) Uinsieme di
tutti © vincoli di P attivi in T, i.e.

I(z) = {i: al % = b;}.

juloep'nnm IL PoLiEDRO T~ SX(—-'R' g sz\;‘

ESAEH?(DL Itllw‘\(m 6RMA &:I; X > E' l Ts4...m
I I N < ' ¥
b / NIty ! pee esTESD
4 1 1 4 e X404y 24
1 0 o 0 cx3o OGNI \NiNColo DEFINISCE UN  SENISPREL
(] =» o
(- 0 4 o L = o
°©0 4 © 220
1 .9 0 -2

.—x-—bya—Z.



*LUNTERSERonE  DEI SEMISPALI FolMA Un PoLiebro (n' Fincry O SEisPR21 )
UN NiNColo N(eNE bdEMO ATTIVO

P vl
® © S

IN U PUNTD  SE  N(ENE SodDISFATro  Cow VUGUAGUANERA (e;S', X, ¢X,£4 A ¢,22 =» 1L s00m (2,7,)

\ENE SoODISEATTO  PeR Ucuneunnth | Aoen SR () ce (D Sows VAU AMUL P2 L foyTd (17,2) )

3
Se Mo & Nweou |, v IR
PoLIEDRD

KlloRh S  Ho ALMENO 3 VNINCoU AV PER UM csiro PUNTO XI

MLoA Guex PUNTO E NERTCE dST

LEZiove 43

* leoym HE o INTERESSANO  (DEL Pouesio ) STANNG SUUA SUPERFlCLE E€STERNA & NoN RLVINTERNO
L- Qe ASSoclAT Al \INCol| AMNI

PRoPoS(LioNE 1.5

FUNZ, LINERRE
Proposizione 7.5 Dato il problema (40), il gradiente V f(z) = ¢ della funzione obiettivo
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Figura 24: Esempi di possibili forme che pud assumere il poliedro ammissibile P di (40).
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E: jo 7.5 Vogliamo risolvere grafi il problema di Prog ione Lineare -
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soluzione soluzioni Figura 29: Esempi e controesempi di vertici per insiemi di J?". 1 punti O-S non sono

vertici in quanto non appartengono ad un insieme convesso.

DEFINILIONE DI NERNCE D QUNTO ESTREMD V. IL PUATO DENE PPPARTENERE AW INSIEMNE
Definizione 7.7 Dato linsieme convesso C C IR", si dice che T é un punto estremo

o vertice di C se non esistono due punti y,z € C, con y # z, distinti da T e tali che
z €[y, 2]
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Proposizione 7.6 Dato il poliedro ammissibile P = {x € IR" : Az > b} del problema
(40), con A € R™ ™ e b€ IR™, il punto T € P ¢ un vertice di P se e solo se
1. esistono almeno n vincoli di P attivi in T;
2. detti alTx = b;, 1 € I(Z), tutti © vincoli attivi in T, vi sono esattamente n vettors
dell’insieme {a; }ic1(z) che sono linearmente indipendenti (vincoli linearmente in-
dipendenti).
EsSeERClzlio 332
NT
32 Si trovino tutti e soli i vertici (se vi sono) del poliedro P descritto SodDISER b
dalle sequenti disequazioni (si veda la Figura 30) \
n £ >0 —b COBPF: {.X, +0-%Xz —® (1,0) L.i auesn 2 NEw. = (0,0) fotneeBe essewve NERTCE,
II >0 —» 0-%,+ 4%, —v (o :
((HI)) §§;2w1>4 ‘ » = (o) Lv un con m, 02 4 vrso => Naown
P : ~
uv) 2z, — 31 <3 NeY € U Newmce teewme =& €
(V) z3+21 <6 _—
(Vi) 221 — 6 < 13 ONTD (ME NOY SO0 SFA JT

Prima di risolvere l’esercizio calcoliamo il massimo numero possibile di vertici che il
poliedro P puo ammettere. Questi corrisponderanno, dalla Proposizione 7.6, al massimo
numero di coppie (i.e. n-ple) diverse di vincoli che é possibile scegliere tra i 6 vincoli che
descrivono P, ovvero® (poiché m =6 ed n = 2)

6!

()=(2) ~aa=m -

In particolare, analizziamo ciascuna coppia di vincoli (X)—(Y), con X,Y € {I,II,...,VI}:

15.

o (I)-(II): Considerati i vincoli (I) e (II) mettiamo a sistema i corrispondenti vincoli
di uguaglianza 1 =0 e xp =0
r = 0
{ z2 =0

ottenendo il punto (0,0). Nel precedente punto i vincoli (I) e (II) risultano attivi e
linearmente indipendenti, pertanto in (0,0) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono
soddisfatte. Ma il punto (0,0) non & vertice di P in quanto (0,0) € P (non soddisfa
per esempio il vincolo (IIT)).

5Si osservi che se m < n non possono esistere vertici nel poliedro.

o (I)-(III): Considerati i vincoli (I) e (I1T) mettiamo a sistema i corrispondenti vincoli
di uguaglianza 1 =0 e x2 + 221 =4 CoceF

F.
z1=0 (4.0)
T2+ 2z1 =4, —"’LZIA\

ottenendo il punto (0,4). Nel precedente punto i vincoli (I) e (III) risultano attivi
e linearmente indipendenti, pertanto in (0,4) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono
soddisfatte. Ma il punto (0,4) non & vertice di P, essendo in esso violato il vincolo
vy).

o (II)-(IIT): Considerati i vincoli (II) e (I1I) mettiamo a sistema i corrispondenti
vincoli di uguaglianza xo =0 e 9 +2x1 =4
Lo,4]

o = 0 'y
{x2+2x1:4, L'l_-Aj
ottenendo il punto (2,0). Nel precedente punto i vincoli (II) e (I1I) risultano attivi
e linearmente indipendenti, pertanto in (2,0) le 1. e 2. della Proposizione 7.6 sono
soddisfatte. Inoltre, sostituendo i punto (2,0) anche nei vincoli (I), (IV), (V) e
(VI) notiamo che questi sono banalmente soddisfatti, pertanto (2,0) & un vertice del
poliedro P.
Analogamente a quanto fatto per i casi (I) — (II), (I) — (III) e (II) — (II1), lo studente
analizzi per conto proprio i rimanenti 12 casi

—_—

O-avy, OH-v), @O-VI,
(In—-@v), (n-yv), (InH-vi,
(1) = (IV), (L) = (V), (II)—-(VI),
vy-v), @)=,

-

e verifichi che gli unici vertici del poliedro P risultano essere i punti (1,2), (3,3), (4,2),
(3,0) e (2,0).
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Figura 30: Poliedro P descritto dalle disuguaglianze nell’Esercizio 32. Essendo il poliedro
limitato, risulta anche essere un politopo.
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Definizione 7.8 Sia dato il poliedro ammissibile P = {x € IR" : Az > b} del problema
(40), con A € R™ ™ ¢ be IR™. Dato il punto T € P e la direzione d € IR" ammissibile
in T, si dice che P contiene la rettar = {z € R" : 2 =T+ ad, a € IR}, sex € P per

ogni T €. O
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Teorema 7.1 (Teorema Fondamentale della PL) Dato il problema (40) di Pro-
grammazione Lineare, si supponga che il poliedro P = {x € IR™ : Az > b}, con * STO MWINIZZANDS (0 ka\ UNN FUN ZLNE  LINEARE SO 0ON Pou&pno OEFINITD Dn
mxXn vhals y 1 .
Ae R , non contenga rette. Sono possibili solo i sequenti tre casi: VN CoLl LINEARI
1) il poliedro P ¢ un insieme vuoto (ovvero (40) non ammette soluzioni ammissibili); _
< [h SoL. DEVE STARE Su UN \eRmce (Mo AUESTERNe, Mo AW ITERLNo ) 0RRORE
. N . . ) Lo .
2) la funzione f(z) = ¢’z ¢é illimitata inferiormente sul poliedro ammissibile P; (05 TSSEME Un SEGHENTD SE IR Lo RLUE CORNE D1 LVE€lo € Sul 20NTy
3) il problema (40) ammette almeno una soluzione e questa si trova su uno dei vertici
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- Il poliedro originario pu6 contenere rette - non é garantito che abbia solo vertici.

- Il teorema fondamentale della PL richiede che il poliedro non contenga rette (cioé sia “puntato”).

¥ Soluzione: trasformazione del problema

Passaggi:

1. Vincoli disuguaglianza - uguaglianze
Introduzione di variabili surplus ¥ = 0

T N (T
ajz>b, = ajr—y =

i

2. Variabili libere - variabili non negative
Ogni Z; viene scritto come:

= o g
—z; conz,z;

" Obiettivo:

Costruire un nuovo poliedro P, in uno spazio pit grande, ma:
- Con soli vincoli di uguaglianza
« Tutte le variabili non negative

- Nessuna retta contenuta = solo vertici

Conclusione:

Cosi possiamo sempre applicare il teorema fondamentale della PL,
senza ipotesi aggiuntive sulla forma del poliedro.
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CEFINITLONE  FORMA STANDARD

Definizione 7.9 Data la matrice A € R™™ ed il vettore b € R™ in (51), con m =m
e = 2n+m, diremo che il poliedro P = {z € R* : Az = b, z > 0} ¢ in forma
standard. [}
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Teorema 7.2 (Teorema Fondamentale della PL (standard)) Dato il problema

, T
(40) di ngmmjnazione Linearel lo si trasformi nel prgblema di Programmazione Line- CoN | l 50\ MIN c T
re (52), dove P = {z € R": Az =b, z >0}, con A € R™™. Sono possibili solo i
sequenti tre casi: - iy - XM T "
L tedro P & um insi S P S 3 beW
1) il poliedro P ¢é un insieme vuoto (ovvero (52) non ammette soluzioni ammissibili); ' |
2) la funzione f(z) = c¥z ¢ illimitata inferiormente sul poliedro ammissibile P;
2
8) il problema (52) ammette almeno una soluzione e questa si trova su uno dei vertici 20
del poliedro ammissibile P.
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Figura 31: Il poliedro P in forma standard non pud contenere la retta r-.
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